                                         Consideraţii şi asupra divizibilităţii în gimnaziu 

 Voi prezenta câteva strategii de rezolvare a problemelor, utile elevilor din gimnaziu care vor să obţină rezultate bune şi foarte bune la concursurile de matematică.

 Definiţia 1: Dacă n este un număr natural nenul, atunci  n!= 1
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n (n! = n factorial).


  Prin convenţie 0! = 1.

Problema 1:          Arătaţi că numărul S = 1! + 2! + 3! + … + 2000! + k nu este pătrat perfect, 
pentru k
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{-1;0;1;2;3;4;5}. 

Soluţie : 

          pentru  k
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{-1;0;4;5}

   Ultima cifră a numerelor 5!, 6!, … , 2000! este 0 deoarece conform definiţiei 1, ele sunt produse de numere naturale în care apar numerele 2 şi 5.

   Ultima cifră a sumei 1! + 2! + 3! + … + 2000! este de fapt ultima cifră a sumei 1! + 2! + 3! + 4! = 33, deci în acest caz, U(S) poate fi 2, 3, 7 sau 8, adică S nu este pătrat perfect. 

Reamintim: Ultima cifră a unui pătrat perfect poate fi 0, 1, 4, 5, 6 sau 9.


          pentru k = 3

   S = 1 + 2 + 3! + 4! + 5! + …+ 2000! + 3 = 3 + 3! + 4! + … + 2000! + 3 care este divizibil cu 3 .

 ( dacă n>3, atunci n! = 1
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 Pe de altă parte S = 1 + 2 + 6 + 24 + 120 + 6! + 7! + … + 2000! + 3 = 156 + 6! + 7! + … + 2000! şi 



6! = 80
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 9 , 7! = 6!
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 9 , … , 2000! = 6!
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Am obţinut că toate factorialele numerelor de la 6 până la 2000 sunt divizibile cu 9 şi cum 156 nu este divizibil cu 9 
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 S nu este divizibil cu 9.

Reamintim: Dacă S este divizibil cu a şi S nu este divizibil cu a2, atunci S nu este pătrat perfect , unde a este un număr natural oarecare, mai mare sau egal cu 2.         


          pentru k = 1
      Orice număr natural poate fi scris sub una din formele 7p, 7p + 1, 7p + 2, 7p + 3, 7p + 4, 7p + 5 sau 7p + 6 ( aceste forme sunt date de Teorema împărţirii cu rest pentru împărţitorul 7 ). În concluzie un patrat perfect oarecare are una din formele (7p)2, (7p + 1)2, (7p + 2)2, (7p + 3)2, (7p + 4)2, (7p + 5)2 sau (7p + 6)2. Efectuând ridicările la pătrat obţinem forma unui pătrat perfect: 7t, 7t +1, 7t + 2  sau 7t + 4.  
        ( de exemplu: (7p+3)2 = 49p2 + 42p + 9 = 7(7p2 + 6p + 1) +2 = 7t + 2 ).
      Pe de altă parte, suma noastră poate fi scrisă astfel: 
S = 1 + 2 + 6 + 24 + 120 + 720 +7! + 8! + … + 2000! + 1 
 sau S = 847 + (7! + 8! + … + 2000!) = 7
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124 + 6 + M7  
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 S = 7t + 6, adică S nu este pătrat perfect.

          pentru k = 2
      S = 1+2+6+120 + (6! + …+2000!) + 2 = 155 + M6 = 6q + 5 care nu este patrat perfect
Reamintim: 
   M7 = mulţimea multiplilor numărului 7. În probleme, pentru a simplifica atât calculele, cât şi scrierea, vom folosi notaţia Mx şi pentru un multiplu oarecare al numărului x. 
 Exemple: 25 = M7 + 4 =M6+1; 123 = M10 + 3 = M11 + 2 = M7+4. 

 Problema 2: a) Să se demonstreze că A = 3
[image: image20.wmf]×

265n + 10
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29n – 45n  este divizibil cu 4.


           b) Să se demonstreze că B = 342n+1 + 4 
[image: image22.wmf]×

15n + 4
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134n este divizibil cu 7.


Reamintim: Utile în aceste probleme sunt rezultatele de mai jos :

                          ( a + 1 )n = Ma + 1; ( a + b )n = Ma + bn = Mb + an.

Exemple: 25n = ( 24 + 1 )n = M24 + 1 = M6 + 1 sau 25n = ( 7 + 18 )n = M7 + 18n .

                          ( a - 1 )n = Ma + 1;  (a-b)n = Ma + bn dacă n este număr natural par   (*)
                          ( a – 1 )n = Ma – 1;  (a-b)n = Ma - bn dacă a este număr natural impar (**).

                          an-bn=(a-b)(K; a,b(
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Exemple: 73n = ( 72 + 1 )n = M72 + 1; 342n+1 = ( 35 – 1)2n+1 = M35 – 1. 

Soluţie : 
a) Avem: 3
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265n  = 3
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(264 + 1)n = 3
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( M264 + 1 ) = M4 + 3  ( 264 
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 4 ).
      
     10
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29n  = 10
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(28 + 1 )n = 10
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( M28 + 1 ) = M4 + 10. 

                 45n  = ( 44 + 1)n = M44 + 1 = M4 + 1.

Deci A = M4 + 3 + 10 – 1 = M4 + 12 = M4.

b) Vom scrie: 34 = 35 – 1 = M7 – 1, 15 = 14 + 1 = M7 + 1  şi 134 = M7 + 1. Folosind rezultatele de mai sus obţinem succesiv:
  342n+1= ( M7 – 1)2n+1 = M7 – 1 (  folosind (**) );
4 
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15n  = 4( M7 + 1)n = M7 + 4;

4
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134n = 4( M7 + 1)n = M7 + 4.
   Adunănd acum relaţiile, obţinem: B = M7 –1 + 4 +4 = M7 , adică ce aveam de arătat.    

Problema 3: Demonstraţi că  A = 1+2+22+23+ … + 22003  este divizibil cu 15.


Soluţia 1:
  În primul rând să observăm că suma respectivă are 2004 termeni ( de la 1=20 pana la 22003 sunt 2004 numere ).
   Apoi calculam suma primilor 2 termeni ai sumei, suma primilor 3 termeni ai sumei etc. până când rezultatul găsit este divizibil cu 15. Deci:
                       1+2 = 3 nu este divizibil cu 15;

           1+2+22 = 7 nu este divizibil cu 15;

           1+2+22+23 = 15 este divizibil cu 15 .
  Am obţinut că suma primilor 4 termeni este un număr divizibil cu 15. Să vedem ce putem spune despre suma următorilor 4 termeni:
                       24+25+26+27 = 24
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(1+2+22+23) = 24
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15 care este divizibil cu 15. 
  Cei 2004 termeni pot fi aranjaţi în 501 grupe de câte 4 termeni în ordinea crescatoare a exponenţilor, obţinând:
     A = (1+2+22+23) + 24
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(1+2+22+23) + … + 22000+22001+22002+22003 
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 A = (1+2+22+23) + 24
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(1+2+22+23) + … + 22000
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(1+2+22+23) = 15
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(1+24+28+…+22000) care este un număr divizibil cu 15.

Soluţia 2: Folosind formula: 1+x+x2+x3+…+xn=
[image: image42.wmf]1

x

1

x

1

n

-

-

+

, x
[image: image43.wmf]¹

1.
 De fapt, trebuie să demonstrăm că: (1+x+x2+ … +xn-1+xn )
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(x-1)=xn+1-1 .
   Avem succesiv:
(1+x+x2+ … +xn-1+xn )
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(x-1)=x+x2+x3+…+xn+xn+1-1-x-x2-x3- … -xn  şi se observă că în afară de termenii subliniaţi, ceilalţi se reduc.
Exemplu:                 1+7+72+73+…+72002+72003 =  
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În formula de mai sus, pentru n=2003 şi x=2, obţinem: 1+2+22+23+… + 22002+22003 = 
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Pe de altă parte, avem: 22004-1 = 
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-1=16501-1=(15+1)501-1=M15+1-1=M15.

Problema 4: Determinaţi n(
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, 1100<n<1300 cu proprietatea că prin împărţirea la 15, 18 şi 20 se obţin resturile 12, 15 şi respectiv 17.

Soluţie: Din teorema împărţirii cu rest, avem: 
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 sau adunând 3 în ambii membri ai fiecărei egalităţi: 
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( n+3 este un multiplu comun al numerelor 15, 18 şi 20. Avem [15;18;20]=180 şi cum 1100:180=6,(1),  1300:180=7,(2) alegem n+3 = 7(180=1260, adică n = 1257.

Problema 5: Să se determine toate numerele de forma 
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 divizibile cu 18.

Reamintim: 1) Dacă a(c, b(c si (a;b)=1, atunci a(b(c. Exemplu: 3(36, 4(36 şi (3;4)=1, atunci 12(36.
                     2) Dacă a(b, atunci a(b(k, oricare ar fi k natural.
                     3) Dacă a(b şi a(c, atunci a(b+c  şi a(b-c.
Criteriul de divizibilitate cu 2: 
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 dacă c
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Criteriul de divizibilitate cu 3: 
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 dacă a+b+c
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Solutie:
Dacă
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18, atunci 
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 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf]9
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. Avem y({0;2;4;6;8} şi 5+x+y
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9.
Numerele căutate sunt 14130; 12132; 10134; 19134; 17136; 15138.

Problema 6: Să se arate că numărul n3+5n
[image: image64.wmf]M

6, oricare ar fi n(
[image: image65.wmf]*

¥

.

Reamintim: 1) Produsul a două numere naturale consecutive este divizibil cu 2.
                     2) Produsul a trei numere naturale consecutive este divizibil cu 6. 
Soluţie: 
n3+5n=n3-n+6n=(n-1)n(n+1)+6n
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PROBLEME PROPUSE:

1. Demonstraţi că numărul A=7+72+73+…+7100 nu este pătrat perfect. 

2. Să se arate că, dacă A=
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 este divizibil cu 41, atunci şi numărul B=
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 este divizibil cu 41.

3. Determinaţi numărul 
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 ştiind că: 2+4+6+…+
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 = 
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4. Să se arate că: 92n - 42n - 52 este divizibil cu 13. 
5. Fie d1;d2;…;dk toţi divizorii naturali ai numărului n. Demonstraţi că: (d1(d2(…(dk)2 = nk.

6. Să se arate că numărul 
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 este divizibil cu 51.

7. Dacă a=5n+3 şi b=8n+5, atunci [a;b]=a(b, oricare ar fi n natural.
8. Determinaţi numărul natural de trei cifre, 
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, dacă:
                                     2+4+6+…+
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 = 
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9. Demonstraţi că:

              a) A=2+22+23+…+22004 este divizibil cu 13.
              b) B=( 2!+3!+…+10!)! este divizibil cu 1022.
                c) C=
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 7  ( n 
[image: image78.wmf]M

 6, n număr natural nenul.
10. Aflaţi numerele naturale de forma 
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, mai mici decât 500, dacă:

                   a) dau restul 5 la împărţirea cu 9;
                   b) (a+b+c)
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7 şi (
[image: image81.wmf]acb

+2)
[image: image82.wmf]M

7.

11. Aflaţi restul împărţirii numărului 
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